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正则化预条件方法在矩量法中的应用

袁浩波，杨　蒙，党晓杰，王　楠
（西安电子科技大学电子工程学院，陕西西安 ７１００７１）

　　摘　要：　计算电磁学中矩量法产生的系统矩阵是病态矩阵，使用迭代方法求解时很难收敛，即使采用现有的预
条件技术也经常不收敛．本文借用不适定问题求解中的正则化方法的概念，提出采用正则化矩阵作为矩量法中矩阵方
程的一个预条件矩阵．这种预条件方法可以直接改善原矩阵的特征值分布，而且不需要额外的空间来存储预条件矩
阵．此外，本文提出通过正则化矩阵方程的Ｌ曲线的二阶导数的最大值点来确定正则化参数，使得预条件矩阵方程求
解的效率最高．数值实验表明，对于高阶矩量法求解电场积分方程或者磁场积分方程时分别产生的矩阵方程，采用常
见的预条件迭代方法求解时收敛很慢，但是采用本文的预条件迭代方法却可以较快地收敛．
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１　引言

　　矩量法［１，２］是一种求解电磁散射和辐射问题的精

确方法，它将电磁场积分方程问题转化为一个矩阵方

程进行求解，于是矩阵方程的快速准确求解就成为矩

量法的核心问题．当矩阵规模很大时，一般采用迭代方
法求解．但是由于矩量法中产生的矩阵是病态的，导致
各种迭代算法在求解时收敛速度都很慢甚至无法收

敛．解决的方法主要是引入预条件矩阵改善原矩阵的
条件数．当前最常见的预条件方法有稀疏近似逆预条

件（ＳＰＡＩ）［３］和不完全 ＬＵ分解预条件（ＩＬＵ）［４］等．但是
这些预条件方法对于矩量法中的稠密矩阵往往无能为

力．因为这些预条件方法都是根据原矩阵中的部分元
素（如主对角线附近较大的元素）构造一个稀疏的预条

件矩阵，该矩阵与原矩阵的差别极大，因而很难调整原

矩阵的特征值分布，导致预条件后得到的还是病态矩

阵．如果要较好地改善原矩阵的特征值分布，这些方法
将占用大量内存且耗费大量计算时间来填充预条件

矩阵．
　本文提出一种完全不同的预条件方法．该方法
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借鉴了不适定问题中经典的正则化方法［５］的概念，将

正则化矩阵作为一个预条件矩阵，在这里称之为正则

化预条件方法．正则化矩阵不是一个稀疏矩阵，它本质
上就是原矩阵，因此不需要额外的内存空间进行存储．
正则化矩阵几乎拥有原矩阵中所有的信息，理论分析

表明正则化预条件后的新矩阵的特征值分布与原矩阵

相比得到了很大改善，因此正则化预条件后矩阵方程

的收敛速度比常见预条件方法快得多．

２　正则化方法
　　对于对称正定矩阵Ｂ的方程

Ｂｘ＝ｂ （１）
如果 Ｂ有大量特征值聚集在原点附近，那么它是病态
矩阵，会导致方程（１）在迭代求解时收敛很慢甚至不收
敛．这属于线性不适定问题，一般采用吉洪诺夫正则化
方法［５］求解．也就是在Ｂ矩阵上加入一项很小的矩阵，
然后求解近似方程

（Ｂ＋σＩ）ｙ＝ｂ （２）
这里称σ为正则化参数（０＜σ１），称新矩阵（Ｂ＋σＩ）
为正则化矩阵，它的特征值偏离原点并聚集在 σ附近，
所以方程（２）在迭代求解时很容易收敛．正则化方法得
到的解ｙ仅仅是原方程（１）的一个粗糙近似解．

在计算电磁学中，矩量法属于一种高精度算法．如
果在矩量法中直接使用正则化方法，那么不管怎么选

取σ的值，方程（２）的解作为方程（１）的近似解时残差
都可能很大．也就是说，正则化方法一般不能直接用于
矩量法中，但是可以用于构造方程（１）的预条件矩阵．

３　正则化预条件方法
　　如果矩量法中产生的复数矩阵方程为

Ａｘ＝ｂ （３）
所谓正则化预条件就是用正则化矩阵的逆阵作为预条

件矩阵，比如左预条件后方程（３）变为
（Ａ＋σＩ）－１Ａｘ＝（Ａ＋σＩ）－１ｂ （４）

其中σ是个很小的复常数（｜σ｜１）．假定矩阵 Ａ的各
个特征值按照模值从大到小的顺序排列分别为 λ１，λ２，
…λｎ，那么预条件后的矩阵（Ａ＋σＩ）

－１Ａ的各个特征
值为

θｉ＝λｉ／（λｉ＋σ），ｉ＝１，２，…，ｎ （５）
对于较大的特征值λｉσ，对应预条件后矩阵的特征值
为θｉ≈１；对于较小的特征值λｉσ，对应预条件后矩阵
的特征值为θｉ≈λｉ／σ．总之，正则化预条件不仅可以将
原矩阵中较大的特征值变换到１，而且可以将较小的特
征值放大１／｜σ｜倍，所以矩阵的条件数显著降低，迭代
求解时收敛很快．

４　预条件矩阵方程求解
　　求解方程（４）的算法由一个外迭代和一个内迭代
构成．外迭代求解的是预条件后的矩阵方程（４），此时
矩阵的特征值中仅有少数几个在原点附近，因此采用

紧缩的广义最小残差法（ＤＧＭＲＥＳ）［６］可以快速求解．在
外迭代中每次矩阵向量乘积运算 ｕ＝（Ａ＋σＩ）－１Ａｘ包
括两步运算，即原矩阵与向量ｘ的乘积ｚ＝Ａｘ和正则化
矩阵的逆矩阵与ｚ的乘积ｕ＝（Ａ＋σＩ）－１ｚ．由于求得逆
矩阵（Ａ＋σＩ）－１并进行存储的成本极其高昂，因此本文
方法通过解方程（Ａ＋σＩ）ｕ＝ｚ来代替第二步的矩阵向
量乘积运算．由于正则化矩阵是个良态矩阵，采用广义
最小残差法（ＧＭＲＥＳ）［７］可以很快收敛，将这个求解过
程称为内迭代过程．该算法总的迭代次数由内迭代的
平均次数乘以外迭代次数估算出来．

在本文算法中，可以通过调节正则化参数 σ来改
变内外迭代的次数．当 σ很大时，内迭代很快收敛，但
此时正则化矩阵的预条件效果很差，导致外迭代很难

收敛．反之，当σ很小时，内迭代很难收敛，但外迭代很
快收敛．这两种情况下总的迭代次数都很多．此时，可以
借用正则化方法中经典的 Ｌ曲线法［５］得到一个折中的

σ值，使得内外迭代的次数达到某种平衡．
所谓Ｌ曲线法，是指多次改变 σ后迭代求解正则

化矩阵方程（Ａ＋σＩ）ｘ＝ｂ，将各次求出的结果画成一条
曲线．其 中 曲 线 的 横 轴 由 解 向 量 的 范 数 决 定
（－ｌｇｘ），而 纵 轴 由 残 差 向 量 的 范 数 决 定
（－ｌｇＡｘ－ｂ）．此时可以观察到一条形似 Ｌ的曲线，
该曲线的拐点处对应的 σ值就是最佳的平衡点，确定
该点的具体方法在后面计算实例中给出．得到 σ值后
代入矩阵方程（４）中即可高效率地进行迭代求解．

５　计算实例
　　下面采用五种迭代算法求解矩阵方程．第一种算
法是无预条件的广义最小残差法，记为 ＧＭＲＥＳ（２０）－
ｎｏｐｒｅ，其中重启参数为２０．第二种算法是采用了稀疏近
似逆预条件［３］的广义最小残差法，记为 ＧＭＲＥＳ（２０）－
ｓｐａｉ．第三种是无预条件的紧缩的广义最小残差法，记
为ＤＧＭＲＥＳ－ｎｏｐｒｅ（１０，３），其中重启参数是１０，紧缩向
量有３个．第四种方法是采用了不完全 ＬＵ分解预条
件［４］的广义最小残差法．为了控制非零元素的填充，在
该方法中采用了丢弃策略，记为ＧＭＲＥＳ（２０）－ｉｌｕ．第五
种方法是本文提出的采用了正则化预条件的紧缩的广

义最小残差法，记为 ＤＧＭＲＥＳ（１０，３）－ｒｅｇ．在迭代算法
得到矩阵方程的近似解后，将其代入高阶矩量法中得

到双站雷达散射截面（ＲＣＳ），其中 ＬＵ分解的结果作为
对比的标准．

０５５２
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５．１　导弹模型
如图１所示导弹模型，其纵向长约７米，前翼展开

约３６米，表面积２８８３平方米，剖分为１８０个曲面四
边形片．入射平面波波长为１０米，表达式为 Ｅｉ＝ｘｅｘｐ
（－ｊｋｚ）．采用高阶矩量法［２］求解磁场积分方程得到其

雷达散射截面（ＲＣＳ），需要求解一个１５２０×１５２０的复
系数矩阵．该矩阵的特征值分布如图２所示．这些特征
值基本处于右半复平面，特征值实部的最小值为

－０００２５７；所有特征值的最大模值是９３９，最小模值
是００２７９．该矩阵有大量特征值聚集在原点附近．

为了得到容易求解的规则化矩阵方程（Ａ＋σＩ）ｘ＝
ｂ，可以尽量使规则化矩阵的所有特征值处于右半复平
面，也就是取σ为正实数．本文在测试时选取１８个不同
的σ值，针对每个 σ值分别求解规则化矩阵方程并得
到－ｌｇｘ和－ｌｇＡｘ－ｂ两个数据，这些数据的对应关
系通过拉格朗日插值画成如图３和图５所示的两条曲
线．图３给出的就是Ｌ曲线，其中最优点是曲线的拐点，
即斜率变化最剧烈的点．现有的文献一般通过作图法
找到Ｌ曲线的拐点的大概坐标．本文提出用Ｌ曲线的二
阶导函数的最高点作为拐点，也就是图４中横坐标为
１５８的点．图５是根据测试数据插值得到ｌｇＡｘ－ｂ与
σ的对应关系，在该曲线上找到横坐标１．５８处对应的
正则化参数是σ＝００９１．

预条件后的矩阵的特征值分布如图６所示．可见这
些特征值大致呈圆形分布于右半复平面，它们不再聚

集于原点，而是聚集于点１，其最小模值为０２３７．
图７给出了五种迭代算法随着矩阵向量乘积次数

增加时残差的收敛曲线．其中 ＧＭＲＥＳ（２０）－ｉｌｕ收敛速
度最慢，在大约４０步迭代之后陷入停滞状态．ＧＭＲＥＳ

（２０）－ｓｐａｉ收敛速度较快，而本文的 ＤＧＭＲＥＳ（１０，３）－
ｒｅｇ方法在迭代的最初阶段是收敛最慢的，但是在１００

１５５２
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步迭代之后其收敛速度反而最快．
图８给出了各种算法得到的ＲＣＳ．规定五种迭代方

法在进行２００次矩阵向量乘积运算后的解代入高阶矩
量法中计算ＲＣＳ．从表１可见本文方法的精度最高．表
１还给出了三种预条件方法的填充时间和迭代时间．其
中ＩＬＵ分解的填充速度最快．ＳＰＡＩ由于要求解大量超
定方程组而最慢．本文方法中填充时间就是确定 σ值
时多次求解正则化方程所消耗的时间．可见该方法也
需要较长的填充时间．

表１　导弹模型中三种预条件对比

ＩＬＵ ＳＰＡＩ ＲＥＧ

预条件占用空间／Ｍｂ １．０４ ０．９８ ０
预条件填充的时间／ｓ ０．４ ４３ ３１
２００步迭代的时间／ｓ ２．０１ ５．１７ １．７９
ＲＣＳ均方根误差／ｄＢ ７．８４ １．９３ ０．０６３

５．２　波音飞机模型
如图９所示的波音 ７３７飞机模型，长 ３３４米，宽

２８９米，剖分为５１６个曲面四边形面片．入射平面波波
长为３６３米，表达式为 Ｅｉ＝ｘｅｘｐ（－ｊｋｚ）．采用电场积
分方程，在高阶矩量法中需要求解一个４１２８×４１２８的
复系数矩阵，该矩阵的特征值分布如图１０所示．特征值
虚部的最大值为 ００２１７８；所有特征值的最大模值是
８２９５，最小模值是０．０００３６７８．

在测试σ时选取１４个不同的纯虚数值，得到如图
１１的Ｌ曲线和图１３所示的残差与σ的对应关系曲线．

在图１２中找到最高点的横坐标为５１２．在图１３中找到
对应的正则化参数σ＝－ｊ００５５．预条件后的矩阵的特
征值分布如图１４所示，大致呈圆形分布于右半复平面．
此时特征值的最小模值为０００６６８１．

图 １５给出了五种迭代算法的收敛曲线．其中
ＧＭＲＥＳ（２０）－ｉｌｕ收敛速度最慢，在大约１６０步迭代之

２５５２



第　１０　期 袁浩波：正则化预条件方法在矩量法中的应用

后陷入停滞状态．ＧＭＲＥＳ（２０）－ｓｐａｉ也在大约１２０步迭
代之后陷入停滞状态．而本文的 ＤＧＭＲＥＳ（１０，３）－ｒｅｇ
收敛速度最快，其残差几乎呈直线下降而不会停滞．

在图１６中，规定五种迭代方法在进行４０００次矩阵向量
乘积运算后的解代入高阶矩量法中计算ＲＣＳ．从表２可见
ＩＬＵ分解的填充速度最快，而本文方法的填充时间较长．此
外，本文方法的精度远远高于ＩＬＵ和ＳＰＡＩ两种预条件方法．

表２　飞机模型中三种预条件对比

ＩＬＵ ＳＰＡＩ ＲＥＧ

预条件占用空间／Ｍｂ ４２．３ ３３．７ ０
预条件填充的时间／ｓ １７ １２７３ ９８２
４０００步迭代的时间／ｓ ２２８３ １２９６ １８６４
ＲＣＳ均方根误差／ｄＢ ４．１８ ４．４２ ０．５３７

６　结论
　　本文提出的正则化预条件方法可以显著改善矩量
法中病态矩阵的特征值分布．该方法不需要额外空间
来存储预条件矩阵，它采用内外两层迭代求解技术，能

较快地收敛到精确解．在后续工作中，如果采用快速多
极子［８］或者自适应交叉近似［９］等技术压缩矩阵，结合

大规模并行计算技术提高矩阵向量乘积运算的速度，

并采用本文的预条件方法加快迭代算法的收敛速度，

将会以较高的效率求解电大尺寸电磁问题．
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